TESTFORUM, 2017, ¢&.9,s. 1-15 www.testforum.cz
Mazanec a Dvorakova: Bayesovska exploratorni faktorova analyza

Bayesovska exploratorni faktorova
analyza: srovnani s klasickym
pristupem

JAKUB MAZANEC!, EVA DVORAKOVA!

Abstrakt: V ¢ldnku se vénujeme srovndni klasické a bayesovské exploratorni faktorové analyzy.
PouZili jsme ndhodné generovand testovaci data s riznymi velikostmi vzorku, strukturou
faktorovych ndbojii, Skdlami odpovédi a velikostmi ndhodné chyby. Provedli jsme oba druhy
exploratorni faktorové analyzy a na zdkladé srovndni vysledkii a celkové zkusSenosti z provedenych
analyz miiZzeme uzavrit, Ze u klasické a bayesovské exploratorni faktorové analyzy neni rozdil v
presnosti odhadu faktorovych ndbojii. Bayesovsky pristup poskytuje vice informaci, které jsou
intuitivnéji interpretovatelné, ale na druhou stranu ndmi pouZity model md i nevyhody, jako je
nutnost rucni upravy zdrojovych kédii a ¢asovd ndrocnost vypoctii. Bayesovsky pristup je tak podle
nds vhodnéjsi spise pro konfirmatorni faktorovou analyzu.

Kliéovad slova: exploratorni faktorovd analyza; bayesovskd statistika

Faktorova analyza je v psychometrice oblibenou statistickou technikou, pouZivanou na
odhaleni struktury dat; diky faktorové analyze je moZné ovérit, do jaké miry konstrukty
reprezentuji ptivodni proménné (Henson & Roberts, 2006). V dneSni dobé uz jeji pouziti
neni omezeno technickymi moZnostmi, coz je také dlivod, proc se pouziva rutinné a proc
se dockala fady metodologickych inovaci (Lopes & West, 2004). Ma vSak i své nevyhody,
které vesmés vychazeji z toho, Ze vyZaduje od vyzkumnika fadu arbitrarnich rozhodnuti.

Klasickd exploratorni faktorova analyza se sklada ze Ctyt kroku. Jedna se o 1) vybér
dimenzi faktorového modelu, poté o 2) alokovani namérenych hodnot faktoriim, 3) odhad
faktorovych nabojtl a 4) vyrazeni polozek, které syti vice faktort (Yong & Pearce, 2013,
Conti et al,, 2014). VSechny tyto kroky jsou predmétem ad hoc tsudki: jaky zvolit pocet
faktori v kroku 1, jaké zvolit metody extrakce a rotace faktori vkroku 3, ¢i jak
interpretovat ziskané odhady v kroku 4? Na rozdil od klasické, frekventistické faktorové
analyzy se ta bayesovska dokaze s jistou arbitrarnosti v jednotlivych krocich vyporadat
tim, Ze ji zahrne do samotného modelu (napt. Conti et al., 2014); navic ma fadu dalSich
vyhod bayesovského pristupu (dle Kruschke, 2014):

1) Lze ziskat kompletni a intuitivné interpretovatelné informace o
pravdépodobnostnim rozdéleni hodnot vSech parametri.

1 Katedra psychologie, Fakulta socidlnich studii MU, Jostova 10, 602 00, Brno
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2) Snadno se zachazi s chybéjicimi hodnotami, nap¥. pokud testovana osoba vynecha
nékteré polozky; inference je mozna i bez pouZiti listwise i pairwise vynechavani
zaznamu.

3) Je snadné se odchylit od obvyklych piredpokladi modelu, napt. pouZiti normalniho
rozdéleni, ¢i nezavislosti subjektli, a misto toho zvolit tieba zesSikmené rozdéleni,
anebo pridavat do modelu rtizné dalsi zavislosti.

4) Lze snadno vytvaret hierarchické modely, napt. korelovat faktorové skory napric
riznymi geografickymi jednotkami ¢i v Case.

Stoji ovSem pouZiti bayesovské faktorové analyzy za vynaloZené naklady, jako je nutnost
ucit se ovladat komplikovanéjsi software a vyporadat se s vypocetni narocnosti Markov
chain Monte Carlo (dadle MCMC) samplovacich metod? ProtoZe v psychometrice se
faktorova analyza pouziva pti rozhodovani, jaké polozky zaradit do testti, rozhodli jsme
se zamérit pri srovnavani Kklasického a bayesovského pristupu predevsSim na presnost
odhadu faktorovych nabojl. S pouzitim simulovanych dat jsme zjistovali, jak se oba
pristupy lisi ve schopnosti odhalit simulovanou faktorovou strukturu, jak se odhady
faktorovych naboju liSi od jejich true hodnot, zdali 95% intervaly spolehlivosti a
vérohodnosti zahrnuji true hodnoty, a kolik to vSechno zabere Casu.

1 BAYESOVSKY MODEL

Bayesovsky model se v zakladu nelisi od toho klasického. Méjme mnoZinu /] méreni na
intervalové $kale usporddanych do vektoru ¥y = (yi1), ) ¥, ]))T proosobui,i =1,...1;

a matici Y=(y(1),...,y(,))T pro cely vzorek. Faktorovy model vztahuje vektor
pozorovanych méfeni y(;) k mnoZiné K latentnich faktort:

Yo = A0y + £

A je ] X K matice faktorovych naboji; 8 je K X 1 vektor faktorovych skoért pro osobu i;
jedinecnosti jsou g;)~N; (0, U), kde U je diagonalni matice rozptyll jedine¢nosti. Urcime
0)~Nk(0,Ix), ¢imZ identifikujeme jednotku faktorovych nabojl. Marginalizaci pres
faktory dostaneme Cov(y(;)) = AAT + U = Q + U, s komunalitou Q a jedine¢nosti U (Lee,
2007).

Limitaci tohoto modelu je, Ze nem4 jedno feseni. Ortogonalni rotace faktorovych nabojt
a skort vedou ke stejnym hodnotam Y: pro jakoukoliv K X K ortogonalni rota¢ni matici
PT,pokud A* = AP" a 8* = PO, pak A*0* = AP" PO = A@. Likelihood tedy neidentifikuje
faktorové naboje, identifikovdna je pouze matice komunalit Q: pro kazdé J X K matice
faktorovych naboji A a A*, které maji plnou sloupcovou hodnost, kde A* = APT pro
néjakou ortogonalni rotaéni matici, Q* = A*A*" a zaroveri se rovna Q = AAT (Lockwood,
Savitsky & McCaffrey, 2015).

Ve frekventistickém pojeti je absence identifikace modelu vyreSena arbitrarnim vybérem
néjaké A tak, aby odpovidala maximal likelihood odhadu komunalit: AAT = Qs a pak
rotovanim A tak, aby splnila urcita kritéria pro interpretovatelnost: cilem je mit
,jednoduchou strukturu®, napr. aby kazda polozka byla co nejvice sycena pravé jednim
faktorem, a zbylymi co nejméné2. To spliiuje varimax rotace (Kaiser, 1958); faktorové
naboje, které poskytuje oviem nejsou unikatni - existuje 2X K! matic faktorovych nabojg,

2 Strukturu je ale samoziejmé definovat i pomoci jinych kritérii.
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které spliiuji varimax kritérium a liSi se pouze poradim a znaménky sloupct. To jiZ ovSem
tolik nevadi - vyzkumnik si mliZe v ziskané matici prohodit sloupce a zménit znaménka
tak, aby se mu vysledky dobte interpretovaly.

V bayesovském pojeti je neexistence unikatniho reSeni problém, protoZe posteriorni
rozdéleni je diky tomu multimodalni a obtiZné se z néj sampluje. Do modelu lze pridat
restrikce, které umoZni jeho identifikaci; obvykle se pouZije takové, Ze horni
trojuhelnikova ¢ast matice faktorovych naboji je omezena na 0, zatimco diagonalni prvky
matice jsou omezeny na kladné hodnoty (dle Geweke & Zhou, 1996):

| 7\(2 n Ay v 0 0
[7\0 1) Ayg-12) 0 Ag-1k-1) O J
Ao Ay vt Agk-n Ay

kde Agery = 0,k = 1, ..., K.

To ovSem do exploratorni analyzy vnasi dalsi prvek arbitrarnosti - restrikce faktorovych
naboji jsou zvoleny cisté kvili identifikaci modelu, a nikoliv pro opodstatnénou
intepretaci; reSeni je diky tomu zavislé na poradi poloZek (Lopes & West, 2004).

Lockwood, Savitsky & McCaffrey (2015) prisli s alternativnim zplisobem, jak tento
problém vyftesit. Jejich postup se sestava ze tii krokid: samplovani z modelu, ktery
neomezuje faktorové naboje, rotace takto ziskanych naboji s pomoci varimax kritéria, a
reorientace rotovanych naboji tak, aby odpovidaly vZdy pouze jednomu z 2KK!
neunikatnich reSeni. Nasledujici popis nasi analyzy je tedy adaptaci tohoto postupu.

Prvnim krokem je bayesovsky odhad s pomoci vySe popsaného modelu s pouZitim
standardizovanych dat - tadky matice dat Y, které predstavuji odpovédi osob na
jednotlivé poloZKy, jsou centrovany (tj. od jednotlivych hodnot je odecten primér radku)
a Skalovany (tj. centrované hodnoty jsou vydéleny smérodatnou odchylkou radku).

Vyuziva se toho, Ze komunalita, na rozdil od faktorovych nabojti, identifikovana je: kazdé
Q definuje nekoneénou mnoZinu matic A tak, Ze AAT = Q. TakZe pokud je pro komunality
urc¢eno vhodné priorni rozdéleni, Ize pak vytvorit pravidlo pro vybér faktorovych nabojt
asociovanych s danou komunalitou. Toto priorni rozdéleni musi byt invariantni vaci
permutacim poloZek. Toho je dosaZeno tim, Ze 1) neklademe Zadna vySe popsana omezeni
na faktorové naboje, a 2) pro faktorové naboje zvolime priorni rozdéleni, ktera jsou
vzajemné zaménitelnd, tzn. po permutaci radkt matice A bude priorni rozdéleni pro Q =
AAT stejné. Spolu s tim, Ze zvolime zaménitelna priorni rozdéleni i pro jedinecnosti,
dosdhneme priorniho rozdéleni invariantniho vii¢i permutaci i pro Cov(y(l-)) =AAT +
U=Q+U.

My pouzivame nasledujici priorni rozdélent:
A¢iin~C(0,1)
uH~HC(Wy)
u~Hce(0,1)
y~HC(0,1)
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Tedy pro faktorové naboje je pouzito Cauchyho rozdéleni, a pro diagonalni prvky matice
rozptyll jedinecnosti je pouZzito polovi¢ni Cauchyho rozdéleni s hyperparametry.

ProtoZe nejsou identifikovany faktorové naboje, ale pouze komunalita, jednotlivé MCMC
vzorky faktorovych nabojl proto nemusi spliiovat varimax kritérium. Druhym krokem je
proto varimax rotace vSech vzorki. Pro kandidatskou matici A, varimax vede k matici
AV = ARv(A), kde

K J J

1 1
Ry(A) = arg max Z 7Z(AR)6',1<) - YZ(AR)%j,k)

k=1\~ j=1 j=1

a (AR)j k) oznacuje j a k element matice AR. Finalni varimaxové faktorové naboje Ay jsou
specifické k matici komunalit Q v tom, Ze pokud A a A* spliiuji AAT = A*A*T = Q pak
ARy(A) = A*Ry(A*) az do tiidy ekvivalence 2XK! matic, které se 1i§i 2X zménami
znamének u sloupce a K! permutacemi sloupct. Jinymi slovy, pro kazdou matici Q existuje
2K K! matic faktorovych nabojt, které spliiuji varimax kritérium a li$i se pouze pofadim a
znaménKy sloupct.

Pro kazdé Ay, kde b = 1, ..., B, kde B je celkovy pocet MCMC vzorki, méjme rotacni matici
Ry(Ap), takze Ayy := ApRy(A,) spliiuje varimax kritérium. Kazda matice faktorovych
nabojt Ay, je jednou z onéch 2XK! orientaci (tj. prohozeni znamének sloupcti a permutaci
sloupcti); napfi¢ vzorky se navic mohou orientace liSit. Rotaci jednotlivych sampla
faktorovych ndabojli jsme nicméné redukovali vybér znekonecna moZnych matic
faktorovych nabojt odpovidajicich Q.

Tretim krokem je reorientace vSech Ay;, vzorki na spolecnou orientaci. Kdyz vezmeme
dva vzorky Ay, a Ay, kde b # b, tak matice Ay,, je bud orientovana stejné jako Ay,, nebo
maé jednu ze zbyvajicich 28K! — 1 orientaci. Reorientace Ay, ji tudiZ u¢ini podobnéjsi Ay,,.

Pro kazdou matici Ay, vytvorime vSech L = 2XK! moznych reorientaci tak, Ze u Ay,
permutujeme poradi sloupcili a vynasobime je bud’ 1, nebo -1. Z téchto L matic vybereme
tu, kterda ma nejmensi eukleidovskou vzdalenost d od referen¢ni matice Ay:

] K
. 2
z Z( VG — Avbi(K))

j=1k=1

Referencni matice Ay je nejdiive vybrana ndhodné ze vSech Ay. Jakmile je provedena
reorientace vSech vzorkd, je vypocitana nova Ay jako primeér ze vSech reorientovanych
Ay. Reorientace s pomoci eukleidovské vzdalenosti je pak opakovana, az do konvergence.
Reorientované matice faktorovych naboji oznacujeme Ap; z mnoziny vzorkd {Ag,} lze
pak spocitat priiméry a intervaly vérohodnosti pro jednotlivé faktorové naboje. Vzorky
lze rovnéz jesSté libovolné reorientovat, aby bylo dosaZeno Zadouci intepretace3.

3 My tak ¢inime, abychom mohli Ay porovnat s true hodnotami.
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2 TESTOVACIi DATA

VySe popsany model bayesovské exploratorni faktorové analyzy (dale BEFA),
implementovany pomoci programu Stan (Stan Development Team, 2016) v R (R Core
Team, 2016) jsme porovnavali s klasickou faktorovou analyzou (dale CEFA) s metodou
extrakce maximum likelihood a varimax rotaci, po¢itanou pomoci balicku psych (Revelle,
2016). Zdrojové kody, stejné jako kompletni vysledky, jsou k dispozici v git repozitari
https://github.com/jakubmazanec/bayesian-efa.

Pro porovnani obou metod jsme vytvorili nékolik sad testovacich dat, nahodné
generovanych pomoci nasledujictho modelu:

K
Yy = (Z A(j,k)e(i,k)) + )
k=1

9(1,])~N(0,1)

eap~N (O’ GS(;‘))
0-8(]') NUnlf(O, emax)

Pocet faktorl K byl vidy roven 2, pocet polozek J byl vzdy roven 20. Velikost vzorku I byla
100, 250, nebo 500 osob (tyto varianty dale oznacujeme jako small, medium, large).
Hodnota e, nabyvala hodnoty 0,5, nebo 1 (neoznacend varianta, respektive varianta
noisy). Matice faktorovych naboji A méla tfi moZné varianty, viz tabulku 1. Vygenerované
hodnoty odpovédi Y bud byly nezménény (varianta int), nebo byly transformovany
(varianta ord) nasledujici funkci*:

( 1,y <-25
2,y>-25Ay<—15
3,y>—-15Ay < —0,5
f)={ 4y>-05Ay<05
5y>05Ay<15
6,y>15Ay <25
\ 7,y > 2,5

Tabulka 1 - Hodnoty A pro generovani testovacich datovych sad

Varianta 1 Varianta 2 Varianta 3
i k=1 k=2 k=1 k=2 k=1 k=2
1 0,90 0,00 0,60 0,00 0,60 0,00
2 0,90 0,00 0,60 0,30 -0,60 0,60

4 Timto simulujeme poradovou proménnou s piibliZné normalnim rozdélenim; ¢astym piedpokladem (¢i
piranim) pti tvorbé psychologickych testii a dotazniki je, Ze se takto projevuji napt. nékolikabodové polozky
s poly ,zcela nesouhlasim” na jedné a ,zcela souhlasim“ na druhé strané.
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3 0,90 0,00 0,55 0,25 0,60 -0,10
4 0,90 0,00 0,50 0,15 -0,60 0,10
5 0,80 0,10 0,45 0,20 0,00 0,50
6 0,80 0,10 0,45 0,15 0,50 -0,50
7 0,80 0,10 0,40 0,05 -0,10 0,50
8 0,70 0,20 0,40 0,05 0,10 -0,50
9 0,70 0,20 0,40 0,05 0,40 0,00
10 0,60 0,30 0,30 0,10 -0,40 0,40
11 0,30 0,60 0,30 0,60 0,40 -0,10
12 0,20 0,70 0,25 0,60 -0,40 0,10
13 0,20 0,70 0,30 0,55 0,00 0,30
14 0,10 0,80 0,15 0,50 0,30 -0,30
15 0,10 0,80 0,15 0,45 -0,10 0,30
16 0,10 0,80 0,10 0,45 0,10 -0,30
17 0,00 0,90 0,10 0,40 0,20 0,00
18 0,00 0,90 0,05 0,40 -0,20 0,20
19 0,00 0,90 0,10 0,30 0,20 -0,10
20 0,00 0,90 0,05 0,25 -0,20 0,00

Kombinaci vSech variant vzniklo celkem 36 datovych sad.

3 VYSLEDKY

Po vygenerovani testovacich dat jsme na kazdé sadé spocitali jak CEFA, tak BEFA.
Vysledky CEFA pro jednotlivé datové sady, tj. p-hodnoty, RMSEA a CFI, obsahuje tabulka
¢. 2. Pro ucely naseho srovnani jsou vsSak podstatnéjsi odhady hodnot faktorovych
nabojis. Kompletni vysledky jsou v priloze, zde se soustiedime pouze na souhrnné
statistiky, uvedené v tabulce ¢. 3.

Sloupec ,,odchylka“ porovnava true hodnoty a bodové odhady: absolutni hodnoty rozdilu
téchto dvou hodnot jsou pro kazdou datovou sadu zpriimérovany. Cim mensi je tedy
vysledné Cislo, tim presnéji byly faktorové naboje odhadnuty. Pri celkovém pohledu se
tedy zda, Ze se odhady CEFA a BEFA nelisi; ani pfi bliZSim zkoumani a porovnavani
jednotlivych odhadd odpovidajicich faktorovych naboji jsme neodhalili Zzadné
systematické rozdily. Celkovy primér odchylek napti¢ vSemi datovymi sadami je pro
CEFA 0,135 a pro BEFA 0,145.

5 Kviili tomuto zaméfeni jsme pro BEFA Zadné indexy vhodnosti neimplementovali.
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Sloupec ,spravnych odhadi“ udava procentudlni Uspésnost ,trefeni se“ intervalovym
odhadem tak, aby obsahoval true hodnotu faktorového naboje. BEFA ma obvykle vyssi
pocCet, nebot 95% intervaly vérohodnosti jsou Sirs$i nez 95% intervaly spolehlivosti u
CEFA vytvorené pomoci bootstrappingu®.

To ukazuje praveé sloupec ,sirka intervalu“: sifky téchto 95% intervalii jsou pro kazdou
datovou sadu zprimeérovany. Celkovy primér Sifek intervalGi napii¢ vSemi datovymi
sadami je pro CEFA 0,143, ale pro BEFA 0,227 - je mozZné, Ze pouZitd varianta
bootstrappingu $ifku intervalli podcenuje. Nicméné vzhledem k tomu, Ze bayesovské
intervaly vérohodnosti Ize interpretovat jako interval, ktery na zakladé danych dat s 95%
pravdépodobnosti obsahuje true hodnotu, jsou pro praktické pouziti vhodnéjsi -
poskytuji lepsi informaci o tom, zdali ma vybrana polozka skutecné nulovy ¢i nenulovy
faktorovy naboj.

Sloupec ,délka analyzy“ udava délku analyzy dané datové sady v minutach. Zatimco u
CEFA se délka pohybuje vZdy pod 1 minutu (v¢etné bootstrappingu), u BEFA je primérna
délka 17,9 minuty, se smérodatnou odchylkou 21,3 minuty; u vétSich vzorki neni
vyjimkou, Ze analyza miiZe trvat vice nez hodinu.

Celkové nizké hodnoty ,spravnych odhadi“ - celkovy priimér napiic¢ datovymi sadami je
42,2 % pro CEFA a 53,6% pro BEFA - vSak ukazuji, Ze pro presny odhad velikost
faktorovych nabojl jsou zapotiebi vétsi vzorky, nez které jsme pouzili. V nékterych
pripadech je i u nejvétsich vzorkl primérna odchylka vétsi nez 0,2 - vzhledem k tomu,
s jak malymi faktorovymi naboji se v psychometrice nékdy pracuje, je ziejmé, Ze je treba
interpretovat vysledky explorativni faktorové analyzy velmi opatrné. Vliv ma
jednoduchost struktury: varianta 1 matice A, ktera obsahuje poloZky, které jsou vzdy
syceny piedevsim praveé jednim faktorem, vede k mnohem lepsim odhadiim, nez varianty
2 a 3 (coZ je vidét jak z mensSich primeérnych odchylek, tak z vétSitho pomeéru spravnych
odhadti). Varianty 2 a 3 jsou pfitom podle naSeho nazoru redlnéjsi, nebot hledat
jednodimenzionalni polozky je tézké. Matouci rovnéz miize byt zjisténi, Ze noisy varianty
dosahuji mensich odchylek; tento zdanlivy paradox ma jednoduché vysvétleni: pokud
jsou komunality Q nizké a zaroven jsou nizké i rozptyly chyb U, jsou odhady faktorovych
naboji nadhodnocené’.

6 S pomoci algoritmu z R balicku psych (Revelle, 2016): z pivodniho simulovaného vzorku respondentt byl
nahodné s nahrazenim vybran stejny pocet respondentd, na kterém byla provedena faktorova analyza
s pouzitim ptivodni rotace. Tento postup byl 1000krat opakovan pro ziskani dostatecného poctu bootstrap
vzorki faktorovych naboja.

7 Detailnéjsi vysvétleni tohoto jevu spolu se simulacemi je soucasti ptilohy.
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Tabulka 2 - Vysledky CEFA

Datova sada Vysvétleny rozptyl  pt x?* RMSEA CFI
int large 1 0,88 0,00 373,36 0,06 0,99
int large 1 noisy 0,71 0,08 175,70 0,02 1,00
int large 2 0,74 0,00 233,41 0,03 0,99
int large 2 noisy 0,58 0,09 175,10 0,02 1,00
int large 3 0,79 0,03 186,22 0,02 1,00
int large 3 noisy 0,51 0,49 150,92 0,01 1,00
int medium 1 0,87 0,74 139,49 0,00 1,00
int medium 1 noisy 0,72 0,57 147,40 0,01 1,00
int medium 2 0,80 0,00 376,52 0,08 0,98
int medium 2 noisy 0,53 0,78 137,31 0,00 1,00
int medium 3 0,61 0,52 149,33 0,01 1,00
int medium 3 noisy 0,58 0,57 147,16 0,01 1,00
int small 1 0,93 0,03 185,89 0,06 0,99
int small 1 noisy 0,70 0,58 146,69 0,03 1,00
int small 2 0,74 0,02 187,91 0,06 0,98
int small 2 noisy 0,59 0,05 180,15 0,06 0,99
int small 3 0,69 0,04 182,20 0,06 0,99
int small 3 noisy 0,44 0,73 139,71 0,01 1,01
ord large 1 0,79 0,02 187,52 0,02 1,00
ord large 1 noisy 0,65 0,09 174,81 0,02 1,00
ord large 2 0,62 0,00 307,40 0,05 0,98
ord large 2 noisy 0,34 0,63 144,51 0,00 1,00
ord large 3 0,52 0,00 249,71 0,04 0,98
ord large 3 noisy 0,45 0,00 445,38 0,06 0,94
ord medium 1 0,78 0,00 242,66 0,05 0,99
ord medium 1 noisy 0,61 0,69 141,90 0,00 1,00
ord medium 2 0,57 0,00 242,19 0,05 0,97
ord medium 2 noisy 0,44 0,16 168,16 0,02 0,99
ord medium 3 0,52 0,16 168,26 0,02 0,99
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ord medium 3 noisy 0,37 0,07 177,16 0,03 0,98
ord small 1 0,77 0,04 182,71 0,06 0,99
ord small 1 noisy 0,74 0,73 140,01 0,01 1,01
ord small 2 0,54 0,20 165,25 0,05 0,99
ord small 2 noisy 0,49 0,79 136,92 0,00 1,01
ord small 3 0,51 0,01 199,45 0,07 0,96
ord small 3 noisy 0,39 0,17 167,67 0,05 0,97

T TuCné vyznacené jsou hodnoty p < 0,05.
df=151
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Tabulka 3 - Srovnani CEFA a BEFA

Odchylka* Sitka intervalut Sp;j‘ﬁg};%}; anaﬁ’/ézl;{’r?
Datova sada CEFA BEFA CEFA BEFA CEFA BEFA CEFA BEFA
int large 1 0,08 0,08 0,05 0,12 23 % 53% 047 91,61
int large 1 noisy 0,07 0,07 0,07 0,13 40 % 63% 0,53 51,37
int large 2 0,21 0,22 0,07 0,12 20% 20% 0,73 55,86
int large 2 noisy 0,17 0,17 0,10 0,14 33% 38% 0,67 52,53
int large 3 0,27 0,27 0,07 0,12 13 % 13% 0,62 62,46
int large 3 noisy 0,15 0,16 0,10 0,15 43 % 50% 0,57 43,22
int medium 1 0,08 0,09 0,07 0,16 45% 63% 051 16,75
;”Otigedi“m ! 004 005 010 018 65% 90% 036 873
int medium 2 0,25 0,25 0,09 0,18 8% 15% 0,70 25,18
;"Otigedi”m 2 015 015 015 021 50% 48% 055 1353
int medium 3 0,19 0,20 0,13 0,20 28 % 33% 0,34 8,73
;"Otigedi”m 3 018 019 014 022 43% 53% 0,69 2487
int small 1 0,09 0,12 0,08 0,25 38 % 70% 0,58 11,37
int small 1 noisy 0,08 0,09 0,17 0,31 68 % 85% 047 2,52
int small 2 0,23 0,25 0,16 0,30 18 % 28% 0,43 5,30
int small 2 noisy 0,18 0,20 0,21 0,33 45 % 58% 0,63 18,58
int small 3 0,23 0,25 0,18 0,32 30% 38% 0,66 4,49
int small 3 noisy 0,15 0,17 0,27 0,37 60 % 68% 0,29 2,24
ord large 1 0,05 0,05 0,06 0,13 48 % 65% 0,31 15,01
ord large 1 noise 0,07 0,07 0,08 0,13 43 % 63% 0,37 28,19
ord large 2 0,18 0,19 0,10 0,14 8% 25% 0,33 16,19
ord large 2 noisy 0,08 0,08 0,15 0,18 60 % 60% 0,32 7,44
ord large 3 0,15 0,16 0,11 0,16 23 % 35% 0,35 24,64
ord large 3 noisy 0,12 0,13 0,13 0,16 55 % 53% 0,33 16,64
ord medium 1 0,06 0,07 0,09 0,18 53% 78% 0,30 2,99

10
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ord medium 1
noisy

ord medium 2 0,16 0,17 0,15 0,20 20% 30% 033 7,13

0,08 0,08 0,13 0,20 48% 63% 036 2,99

ord medium 2
noisy

ord medium 3 0,15 0,16 0,15 0,22 43% 45% 030 2,12

0,11 0,12 0,17 0,22 58% 65% 0,29 6,78

ord medium 3 0,12 0,14 0,20 025 55% 55% 0,24 3,67

noisy

ord small 1 0,07 0,08 0,15 0,29 65% 75% 047 2,23
ord small 1 noisy 0,07 0,09 0,16 0,30 60% 85% 034 2,71
ord small 2 0,15 0,17 0,26 0,36 50% 55% 0,26 1,56
ord small 2 noisy 0,15 0,17 0,27 0,37 50 % 65% 0,31 1,58
ord small 3 0,15 0,17 0,26 0,40 48% 58% 033 1,72

ord small 3 noisy 0,12 0,13 0,32 0,44 70 % 78% 0,25 1,47

* Priimér absolutnich hodnot rozdilG mezi true hodnotami a bodovymi odhady
faktorovych nabojli; mensi je lepsi.

T Primeér Sitek intervali spolehlivosti, respektive intervalli vérohodnosti odhadi
faktorovych nabojt.

¥ Pocet (v procentech) intervali spolehlivosti, respektive intervali vérohodnosti
odhad faktorovych nabojt, které zahrnuji true hodnotu; vétsi je lepsi.

tt Délka trvan{ analyzy v minutach; mensi je lepsi.

4 7AVER

Bayesovsky model pro exploratorni faktorovou analyzu tedy sice neposkytuje presnéjsi
odhady faktorovych nabojii, ale stile tézi z obecnych vyhod bayesovského ptistupu:
poskytuje vice informaci, intuitivnéji interpretovatelnych.

Nase srovnani ma jednu nevyhodu - pro kazdou datovou sadu jsme vygenerovali data
pouze jedenkrat; idealni by vSak bylo opakovat generovani a analyzu mnohokrat a
popisné statistiky odchylek a spravnosti odhadi zobrazit jako rozdéleni hodnot - tak
bychom se vyvarovali pripadi, kdy jsou néktera data, souhrou vice a vétsich nahodnych
tomu napft. u datové sady int large 2). To by vSak vyZadovalo ptilis ¢asu a vypocetniho
vykonu, ktery jsme neméli k dispozici®. Bayesovské modely jsou stale ponékud Casové
narocné; délka trvani MCMC samplovani zavisi na velikosti dat i poCtu parametr modelu,
ale neexistuje tu linearni vztah; ¢asto ma velky vliv i to, jak sampler prochazi parametrovy
prostor, coZ je z podstaty jednak nahodné, a rovnéz zavisejici na konkrétnich hodnotach
dat.

8 Ctenarl s dostatkem volného ¢asu v$ak miize - a my to doporu¢ujeme — ménit random seed ve zdrojovém
kédu a analyzy opakovat.

11
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Drobné nevyhody ma i samotna implementace modelu, ktera zatim nenfi pripravena pro
praktické pouZiti (nebot’ vyzaduje ru¢ni Upravy zdrojového kédi, napt. pro volbu jiného
priorniho rozdéleni parametrii ¢i jiné rotace faktorovych nabojli) a neumi se vyrovnat
s chybéjicimi hodnotami (coZ pro srovnavaci vyuziti nebylo nutné).

Vzhledem kvySe uvedenému proto bayesovsky piistup kfaktorové analyze
doporucujeme pouzivat prozatim spiSe pro konfirmatorni analyzu.

5 PRILOHY

5.1 ZDROJOVE KODY
Zdrojové kody a kompletni vysledky jsou kdispozici vgit repozitari
https://github.com/jakubmazanec/bayesian-efa.

Je nutné mit nainstalovany R balicky psych (ktery se instaluje standardnim zptisobem v R
pirikazem install.packages("psych"))arstan (podrobny navod je k dispozici jak pro
Windows: https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/Installing-RStan-on-Windows, tak
pro Linux ¢i OS X: https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/Installing-RStan-on-Mac-or-
Linux).

ProtoZe analyzy jsou ¢asové narocné, doporucujeme nevolat funkci testData vicekrat
najednou.

5.2 DODATECNE SIMULACE CEFA

Abychom demonstrovali, jakym zpiisobem spolu souvisi faktorova struktura, velikost
rozptylid chyb a velikost vzorku, provedli jsme jednoduchou simulaci CEFA. Vygenerovali
jsme data podle dvoufaktorového modelu: 20 poloZek, z nich polovina byla sycena pouze
prvnim faktorem, zatimco druha polovina pouze druhym faktorem. Nenulové faktorové
naboje mély vSechny stejnou hodnotu, stejné jako rozptyly chyb.

Variovali jsme velikost vzorku (100, 200, 400, 800, 1600 a 3200), velikost faktorovych
naboji (0,1-0,9, po desetinach) a velikosti rozptyli chyb (0,1-1,0, po desetinach).
Hodnoticim kritériem piesnosti odhadu byla opét priimérna odchylka od true hodnot, tj.
primeér absolutnich hodnot rozdili mezi odhadem a true hodnotou faktorového naboje.
Celkem tak vzniklo 540 variant dat, na kterych jsme spocitali CEFA s metodou extrakce
maximum likelihood a varimax rotaci.

Vysledky ukazaly, Ze mezi vSemi variovanymi proménnymi, tj. velikosti vzorku, velikosti
faktorovych naboji a velikosti rozptyld chyb je interakce. U vysokych faktorovych naboji
anizkych rozptyla chyb jsou odchylky pochopitelné nizké; u vysokych faktorovych naboji
a vysokych rozptyld chyb jsou odchylky vétsi. OvSem u kombinace nizkych faktorovych
naboji a nizkych rozptyli chyb jsou odchylky jesté vétsi, a dokonce vétsi nez u kombinace
nizkych faktorovych nabojt a vysokych rozptyli chyb. Proc?

12
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Podivejme se na odhady faktorovych naboji pro dvé varianty®: 1) velikost vzorku 100,
velikost faktorovych nabojti 0,3 a velikost rozptyld chyb 0,1 a 2) velikost vzorku 100,
velikost faktorovych naboji 0,3 a velikost rozptyla chyb 0,7. Zatimco u prvni varianty je
primérna odchylka 0,23, u druhé varianty je to 0,11. Jak je vidét z nasledujici tabulky, u
prvni varianty jsou odhady faktorovych naboji relativné konzistentni, ale velmi
nadhodnocené, a proto sice mnohem méné konzistentni, ale zato nenadhodnocené,
odhady v druhé varianté dosahuji mensich odchylek:

o.=0,1 o, =0,7
Odhadnuté hodnoty A True hodnoty True hodnoty
A A

i k=1 k=2 k=1 k=2 k=1 k=2
1 0,30 0,00 042 004 0,13 0,03
2 0,30 0,00 048 010 0,04 0,08
3 0,30 0,00 045 009 0,15 0,18
4 0,30 0,00 040 005 0,12 0,13
5 0,30 0,00 044 009 0,08 0,08
6 0,30 0,00 043 0,00 0,00 0,01
7 0,30 0,00 046 003 026 0,06
8 0,30 0,00 038 004 001 0,12
9 0,30 0,00 038 009 015 0,07
10 0,30 0,00 040 011 0,21 0,06
11 0,00 0,30 002 035 007 0,04
12 0,00 0,30 0,01 044 0,03 0,10
13 0,00 030 002 028 010 0,06
14 0,00 030 001 041 025 0,11
15 0,00 030 004 048 022 0,11
16 0,00 030 017 033 0,13 0,03
17 0,00 030 002 048 0,12 0,21
18 0,00 0,30 001 039 002 0,28
19 0,00 0,30 0,02 049 0,13 0,06
20 0,00 030 o011 041 021 0,03

9 Kompletni tabulka s odchylkami pro vSechny varianty se nachazi v git repozitari.
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U vétSich vzorkt je tento efekt jesté vyraznéjsi — i v datech obsahujicich hodné ndhodného
Sumu Ize slabou faktorovou strukturu odhadnout velmi piesné, nebot ve velkém
mnozstvi vzorkli se ndhodné chyby vzdy ,vyrusi“, bez ohledu na jejich velikost; naopak
pokud je chybovy rozptyl maly, jsou malé true hodnoty faktorovych naboji odhadnuty
nadhodnocené, podobné jako u mensiho vzorku.
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Mazanec & Dvorakova (2017): Bayesian exploratory
factor analysis: A comparison with the classical
approach

Abstract: In this paper we compare the classic and Bayesian exploratory factor analysis. We have
used randomly generated data with different sample sizes, factor loading structures, response scales,
and random error sizes. We have conducted both types of exploratory factor analysis and we can
conclude, on the basis of comparison of our results and overall experience from the analyses, that the
classic and Bayesian exploratory factor analyses do not differ in their accuracy in estimating factor
loadings. Bayesian approach provides more information which can be interpreted more intuitively,
but on the other hand, the model we have used has certain disadvantage: the necessity to manually
edit the source codes, and the time-consuming calculations. Therefore, we consider Bayesian
approach to be more suitable for the confirmatory factor analysis.

Keywords: exploratory factor analysis; Bayesian statistics
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